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L’ARENAIRE

Certains estiment, roi Gélon, que le nombre de grains de sable est infiniment grand, et j’entends
non seulement le sable des environs de Syracuse et du reste de la Sicile, mais encore celui
qui est répendu dans toute la terre, habitée ou inculte. D’autres, tout en admettant que
ce nombre n’est pas infiniment grand, pense qu’il n’existe pas de nombre exprimable assez
grand pour dépasser la quantité des grains de sable. Cependant, si ceux qui sont de cet avis
s'imaginaient un volume de sable égal & celui de la terre, ce volume comprenant toutes les mers
et les vallées de la terre remplies de sable jusqu’aux plus hautes montagnes, il est évident qu’ils
reconnaitraient encore beaucoup moins qu’on puisse énoncer un nombre dépassant le nombre
de ces grains de sable. Or je tacherai de te montrer, par des démonstrations géométriques que
tu pourras suivre, que parmi les nombres que j’ai énoncés et exposés dans mes écrits adressés
a Zeuxippe, il y en a qui dépassent non seulement le nombre de grains de sable dont le volume
serait égal a celui de la terre remplie de la maniére que nous avons indiquée, mais méme ayant

un volume égal a celui du monde.
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C’est ainsi qu’Archimede (287-212 avant J.—C.) commence L’Arénaire. Comme on peut le constater,
Archimede écrit un article de vulgarisation scientifique, et le lecteur ne pourrait faire mieux que de con-
tinuer la lecture directe du texte d’Archimede. Heureusement pour les francophone, les ceuvres d’Archimede

sont completement accessible en texte bilingue aux Belles Lettres.

L’Arénaire d’Archimede est le premier article de vulgarisation jamais écrit et d’apres moi, c’est aussi un
des meilleurs article jamais écrit. Dans cet article adressé a son roi, Archimede contredit la notion courante
dans son temps, que le sable était infini ou trops nombreux pour étre compté. Cette notion est présente

dans la litérature grecque, par exemple dans Pindare (5éme siecle avant J.—C.).

Mais le sable échappe au calcul : les joies aussi que cet homme a donné aux autres, qui

pourrait en dire le nombre?

Pindare, deuxieme chant Olympique

Cette conception est aussi présente dans la bible ou il y a 21 références a la non dénombrabilité du sable. De
plus, ceci démontre que, bien que les ceuvres d’Archimede sont entrées dans 1’ésprit collectif de I’humanité
(m = 3,14...), L’Arénaire, son article le plus accessible, n’a eu auncun effet dans son temps, car on trouve

encore des citations dans le nouveau testament, écrit quelque centaines d’années apres sa mort.

naquirent des descendants comparables par leur nombre aux étoiles du ciel et auz grains

de sable sur le rivage de la mer, innombrables.

Hébreux 11:12

Par contre, on se rend compte que toute connaissance scientifique a été ignorée, car il est facile d’éstimer
que le nombre d’étoiles visibles a 'ceil nu est inférieur & dix mille, ce qui était bien connu par les astronomes
de I'époque : les catalogues d’étoiles d’Erastosthéne (2eme siecle avant J.~C.) et de Ptolémée (2eme siécle)
ont survécus. Le lecteur sera rejouit que de telles erreurs ne sont pas reproduite dans la bible des Mormons

(19&me siecle).

Dans son article, Archimede démontre que cette notion est fausse en donnant un nombre qui depasse le
nombre de grains de sable dans un univers rempli de sable. Ceci demande plusieurs choses, qui sont toutes
accomplies admirablement par Archimeéde. D’abords, il faut donner une définition “d’univers” et pour ne
pas étre dépassé, Archimede choisi le plus grand modele connu dans son temps, le systeme héliocentrique
d’Aristarque. Cette partie du texte est completement physique et expérimentale. Ensuite, il faut developer
un systeme de numeration qui est capable de produire des nombres assez élevés, la partie arithmétique de
I’article.

L’article d’Archimede confond le stéréotype de 'article géometrique abstrait que ’on s’imagine des grecs.
En effet, on ne s’attend pas a un article qui décrit une experience astronomique, qui prétend que la terre
est ronde et tourne autour du soleil, ou qui décrit des nombres énormes. Le lecteur devrait maintenant étre

convaincu de s’arréter ici et de lire les ceuvres d’Archimede!



Dans cet article, je me contenterai de décrire le systeme de numération développé par Archimede et son
application au probleme du sable. Je vais aussi proposer une théorie qui explique pourquoi Archimede s’est

arreté 1a ou il I'a fait. Voici le probleme arithmétique posé par les données d’Archimede.

Hypothéses physiques d’Archimede :

e Au plus 10000 grains de sable dans un grain de pavot (sphérique).

Au plus 40 diametres de grains de pavot dans le diametre d’un doigt.

Au plus 10000 diameétres de doigt dans un stade (mesure ancienne de distance & 200 meétres).

La terre est une sphere dont le périmetre est inferieur & trois millions de stades.

La distance entre le centre de la terre et le centre du soleil est inférieur & 10000 diametres de la

terre.

e L’univers est une sphere, le soleil est au centre, et la terre tourne autour du soleil dans un cercle.
Le rapport du diameétre de 'univers au diametre de l'orbite de la terre autour du soleil est

inférieur au rapport entre le diametre de l'orbite de la terre et le diametre de la terre.

Hypotheéses géometriques d’Archimede :

e Le périmetre d’un cercle est supérieur au triple de son diametre.

e Le volume d’une sphere est proportionel au cube de son diametre.

Exercice 1. D’aprés les hypothéses d’Archiméde, trouvez une borne superieure pour le nombre de grains de

sable dans un univers rempli de sable.

Les nombres d’Archimeéde

En principe, cet exercice ne devrait pas poser de difficultés grave pour le lecteur (& par le rude choc de faire
un probléme de lycée). Par contre, cela posait des difficultés énormes pour les contemporains d’Archiméde.
La raison est que le systeme de numeration grec ne contenait pas de nombre plus grand que cent millions,
et il n’avaient pas de systeme formel tel que 'algébre pour faciliter 1’écriture et manipulation de grands
nombres. En effet, les grecs utilisaient la myriade qui valait dix—mille, et leur nombre le plus grand était
la myriade de myriade. Ce nombre est aussi le plus grand qui apparait dans la bible, dans deux passages,
Daniel 7:10 et Apocalypse 5:11.



Et ma vision se poursuivit. J’entendis la voix d’une multitude d’Anges rassemblés autour
du trome, des Vivants et des Viellards — ils se comptaient par myriades de myriades

et par milliers de milliers.

Apocalypse 5:11

Le premier probléme que doit résoudre Archimede est de produire des nombres plus grand que la myriade
de myriade.

Le procedé d’Archimede est le suivant : Il appelle les nombres entre un et la myriade de myriade les
premiers nombres (ceci entraine une confusion avec les nombres premiers 2, 3, 5,..., méme en grec). Ensuite
il définit les deuxiémes nombres dons 'unité est la myriade de myriade, et dont le plus grand est une myriade
de myriade d’'unités. Ensuite sont les troisiemes nombres, ainsi de suite jusqu’aux myriade de myriadiemes
nombres. (Ma traduction de ce dernier nombre est plus fidele que celle des traductions précédente, et cette

différence jouera un role critique dans ’analyse si—dessous.)

Pour lapplication au sable, ces nombres sont largement suffisant, mais Archimede veut démontrer qu’il peut

aller plus loin, et surtout plus loin qu’il est nécessaire pour les applications physique.

Caractéristiques d’Archimede : e Originalité e Rigueur e Competition e Isolation

Donc, Archimede appelle la suite des nombres construit jusqu’a au myriade de myriadiéme nombres les
nombres de la premiére période. Ensuite, il continue par nommant le plus grand nombre de la premiere
periode, I'unité de la seconde période. Il continue ainsi jusqu’a la myriade de myriadiéeme période. 1l s’arrete
au plus grand nombre : une myriade de myriades unités des myriade de myriadiémes nombres de la myriade

de myriadiéme période.
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Exercice 2. D’aprés les hypothése d’Archimeéde et en wutilisant son systéme de numération, trouvez une
borne supérieure pour le nombre de grains de sable dans un univers rempli de sable.

Pour trouver la reponse, il faut une méthode de multiplier les nombres d’Archimede (la loi des exposantes
10%10° = 10%+?). Archimede donne cette loi ainsi

Si des nombres sont en proportion a partir de 'unité et que certains de ceux qui sont
dans la méme proportion sont multipliés entre eux, le produit sera dans la méme
proportion éloigné du plus grand des facteurs d’autant de nombres dont le plus petit
facteur est éloigné, en proportion, de 'unité, et il sera éloigné de l'unité de la somme

moins un des nombres dont les facteurs sont éloignés de l'unités.




Traduction modeérne

Ceci peut paraitre tres confus et le dernier extrait démontre la difficulté d’éxprimer ces concepts sans avoir
la notation symbolique de 'algébre. Donc, il est beaucoup plus facile de comprendre cela en utilisant la

notation algébrique. Soit = 108 la myriade de myriade = dix—mille. Les premiers nombres sont I’ensemble

{1,...,9Q}. Les seconds nombres sont I’ensemble {Q,...,Q2?}, les troisitmes nombres sont {Q?,..., Q3} et
ainsi de suite. C’est & dire, les n—iémes nombres sont ’ensemble {Q"~1 ... Q"}. On peut constater que les
myriade de myriadiémes nombres sont Pensemble {Q9~1 ... Q?}.

Le nombre le plus grand construit ainsi est Q. Ceci est tout & fait naturel : etant donné un nouveau
symbole de numeration A, on devrait naturellement pouvoir compter jusqu’a A4. Clest & dire, étant donné
un nouveau symbole A qui represente un grand nombre, on forme la suite 4; = A, A, = A%, A3 = A3 et le
plus grand nombre avec un seul souscrit est Aq = A4.

Par exemple, notre systeme de numération pour les grand nombres est basé sur celui proposé par Nicolas
Chuquet en 1484 [Pour la Science, Mai 2000, page 105] et qui utilise le nouveau symbole illion. Ainsi M = 10°
est un million, M?2 est un billion, M3 est un trillion, et ainsi de suite : un n—illion, est M™. Le plus grand

nombre simple de cette forme est un million—illion, c’est & dire MM .

Dans la deuxieme étape, Archimede introduit les périodes dont la base est IT = Q% le plus grand nombre
construit jusque 1a. D’apres la remarque précédente, il devrait, en principe, continuer jusqu’a IT'™T.

Archimede definit les premiers nombres de la seconde période comme ’ensemble {II, . . ., QII}, les seconds
nombres de la seconde période {QII, ..., Q%I1}, et ainsi de suite. C’est & dire, les n—iémes nombres de la
seconde période seront {Q" 1L, ..., Q"II}. Ainsi, les Qiémes nombres de la seconde période seront I’ensemble
{Q9I, ..., Q9T = 1%}

Maintenant, II? est pris comme 'unité des nombres de la troisieme période, qui seront donc I’ensemble

{II2,...,113}. De la méme fagon, les nombres de la n—ieme période seront ’ensemble {II"~1 .. . TI"}.

Le systeme archimedien est décrit par
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Archimede continue donc jusqu’a I1?, le plus grand nombre nommé dans son systeme.! En notation moderne,
e = (QQ)Q — 09 = (108)108><108 — 10810

La loi des exposante dans ce systeme est un peu plus compliquée par les choix d’Archimede. Elle revient &
dire: le produit de ['unité des m—iemes nombres et de l'unité des n—iemes nombres est l'unité des m+n—1-
1émes nombres.

Quand méme, Archimeéde donne une démonstration, qui, telle que toute démonstration grecque dans la

théorie des nombres, consiste d’un exemple simple qui contient toutes les idées de la preuve.

Exercice 3. Donnez une demonstration de la loi des exposantes d’Archimeéde.

A la recherche de la période perdue

Le nombre I est souvent cité comme étant le plus grand nombre consideré dans Iantiquité, mais, jusqu’a
présent, il n’y a pas eu d’explication pourquoi Archimede s’est arreté ici. Vraisemblablement, il aurait du

continuer jusqu’a I, qui est beaucoup plus grand :

I = ()27 = 27" = g0 Y

?

8
un nombre déja plus grand que 101%™ | tandis que le nombre donné par Archimede est plus petit que 1010 .

La réponse me parai t assez simple et dépend de la langue grecque ancienne ainsi que du manque de
flexibilité du systeme Archimédien. D’abords, on doit se rendre compte qu’il y a une difference subtile mais
importante entre les nombres cardinauz qui indiquent la quantité et et les nombres ordinauz qui indiquent

Uordre.

1l y a donc une erreur dans article de Jean—Paul Delahaye, Pour La Science, Mai 2000, page 102, qui dit que Q€ était le

plus grand nombre donné par Archimede.



Cardinaux Ordinaux
un = &ic premier = TmpkTog
deux = ddo deuxieme = deltepog
trois = 1pelg troisieme = 7tpltog
quatre =  <téttoupec | quatrieme =  tétoptog
cinq = névie cinquieme = méunTog
six = & sixieme = &x7og
sept = &xd septieme = £Bdouog
huit E 410} huitieme = &ydoog
neuf = Evvéa neuvieme = &vatog
dix = déxa dixieéme = déxatog
onze = Evdéxa onzieme = E&vdéxatog
douze = 3ddéxa douzieme =  dwdéxatoc
vingt = ¢€ixoot vingtieme = eixootdg
cent = &xatdv centieme =  &xotootic
mille = yldg millieme = yootdg
myriade = ulpldg myriadieme = uuplootdg
n = 7 n—ieme = 7

Beaucoup de lecteurs connaissent ces conceptes dans la théorie des ensembles, mais ils existent depuis
longtemps dans tout les languages, ainsi que l'indique la table de grec ancien. Il est important de noter
I’algorithme francais qui transforme un cardinal en ordinal est n +— n—iéme. Par contre, il ne paraf t pas

évident que les grecs anciens avaient consideré un algorithme pour former un ordinal a partir d’un cardinal.

Pour comprendre 'importance de ce concept, retournont au systeme de numeration de Chuquet. On voit
maintenant qu’il ne s’agit pas de la suite “un-illion, deux-illion,..., n-illion,” mais de la suite “premier—
illion, deuxieme-illion,. .., n—ieme-illion”. En effet, un nouveau symbole A definit une suite Ay, As,..., ou
les sous—scrits sont ordonnés. Pour définir le dernier nombre dans cette suite, il faut pouvoir dire premier—
illioniéme—illion. C’est & dire, un algorithme qui transforme n’importe quel cardinal en ordinal.

Donc, si on croit que les grecs n’avaient pas de systéme automatique pour transformer les cardinaux en
ordinaux, Archimede serait a priori limité au nombre ordinal le plus élevé dans sa langue = myriade de
myriadiéme. Donc le nombre le plus grand qu’Archimede peux nommer en utilisant sa langue courante est
la myriade de myriadieme période = I1%.

Pour soutenir cette hypothése, on remarque qu'’il parrai t assez clair qu’Archimede n’avait pas concu
sont systeme pour une utilisation générale, ce qui est encore plus intéressant puisque de tres grands nombres
apparaissent aussi dans son probleme des beeufs [Pour la Science, Mai 2000, page 100]. Par exemple, a la fin
de son article, Archimede écrit : un volume myriade de myriade de myriade de fois multiple du volume du
monde. Pour étre cohérent, il aurait du dire : “un volume une unité des troisiemes nombres de fois multiple

du volume du monde”. Cet exemple démontre un autre probleme linguistique dans I'invention de nouveaux



”

nombres : il faut aussi inventer un adverbe pour chaque nombre : “une fois, deux fois,...” (en anglais,

“once, twice,...”)!

On pourrait quand méme faire une objection que les ordinaux se disent aussi “numero un, numero

»

deux, etc.” et qu’on lit la suite A;, As,... comme “A un, A deux,...”. De plus, la table de cardinaux et
ordinaux grecs démontre qu’Archimede aurait pu facilement inventer une maniere de transformer un cardinal
en ordinal. Mais, c’est ici ou intervient la plus importante faiblesse de son systéme : Archiméde donne des
noms a des ensembles de nombres et non & des nombres eux-mémes. Ainsi, le nombre Ainsi, le grand nombre
I = QF est “l'unité de la deuxieme période” et méme en francais moderne, il est difficile d’écrire ’ordinal

correspondant.

Un thé au harem d’Archimeéde

Archimede était tres isolé a Syracuse, ce qui explique sa grande originalité : son invention de grand nombres
n’a rien en commun avec les mathématiques de son temps. Mais son isolation est probablement résponsable
pour les petites incohérences présentes dans son texte. S’il avait quelqu’un avec qui discuter ses recherches,
il aurait facilement amélioré ses résultats. Il est donc intéressant de trouver des améliorations qu’Archimede
lui-méme aurait pu faire, sans trop le vexer bien sur.

La premieére remarque est qu’Archimede aurait du donner des noms directement a ses grands nombres. Par
exemple, §'il avait nommé Q9 la periode () neplodog) alors O aurait été la périodieme période, qu’Archiméde
aurait pu nommer, en extrapolant de la table des ordinaux grecs, 1 neplodooty) nepiodog.  Ainsi, le grand
nombre II'' aurait été finalement atteint.

Mais Archimede aurait du commencer par donner des noms directement & tout ses nouveaux nombres.
Une méthode directe est d’appeler la myriade de myriade la seconde myriade (¥, debtepa udptoc), la myriade
de secondes myriades la troisiéme myriade (¥ Tpltn woptag), et ainsi de suite jusqu’a la myriadiéme myriade
() wuptooth udplag). Cette notation pour les petits cas a été utilisé par Diophante. Le grand avantage de
cette méthode est une simplification de la loi des exposante : le produit d’une m—ieéme myriade et d’une

n—ieme myriade est une m + n—ieme myriade.

Mais, si le but est simplement de nommer de trés grands nombres, et non de donner un systéeme complet
de numération, on peux aller beaucoup plus loin. Donc, on commence par appeler la myriadieme myriade
la grande myriade (# peydin woptag). On continue avec la grande myriadieme grande myriade qu’on appelle
la trés grande myriade (1) uellwv wiptac). La trés grande myriadieme trés grande myriade sera !’énorme
myriade () uéyrotn wiplag).

On utilise de nouveau la nomenclature d’Archimede en appelant la grande myriade la période, la trés
grande myriade la deuxiéeme période, I’énorme période la troisiéme période. Le procédé est clair, et on
continue jusqu’a la périodieme période, qui encore une fois sera 7 neplodoot? mepilodog. Ces périodes
croissent beaucoup plus vite que les périodes définies par Archimede, mais ces nouvelles périodes ne sont
plus capable d’exprimer tout les nombres.

En notation modeérne, soit 4 = 10* une myriade. Alors une grande myriade est p* = 104'1047 et la période

est m = p*. Soit 7y la deuxiéme période, alors utilisant la formule (10%)® = 10%°, on trouve

w ntl 104 (10 +1) 10%
=t = () = = 10410 > 101 .



Soit 73 la troisieme période, alors

4 4
PRSI P (ut1)+urtt 102 [(10%+1)410% (107 +1)) 1010
T3 = 71';2 = (,U;N H = ’uju H = I’L“ = ]_04 10 > ]_010

En général, m, 1 = (7)™, et on constate que la périodieme période qui est égale & m,u est d’un ordre de

grandeur beaucoup plus élevé que les nombres congus par Archimede.

Exercice 4. Estimez la taille de la périodieme période.

Corrigés des exercices

Exercice 1 : Soit D, le diameétre de 'univers, D, le diametre de 'orbite de la terre autour du soleil, D; le

diametre de la terre. La derniere hypothese physique s’écrit

Dy _ D,
<

D, = D,
L’avant deriere hypothese affirme que D,/D; < 10000, donc
D, <10*D,.
Encore une fois, I’hypotheése D,/D; < 10000 donne
D, <10*-10*D; = 10® D, .

L’hypothése sur le périmetre de la terre donne D; < 108 stades, & cause de la premiére hypothese géométrique.
Donc on a
D, < 10% - 10% stades = 10** stades .

Puisqu’il y a moins de 10000 diametre de doigts dans un stade, on a
D, <10*-10" Dy = 10'® Dy,

ol Dy est le diametre d’un doigt. Puisqu’il y a moins de 40 diametre grains de pavot dans un doigt
D, <40-10"® D, =4-10"D,,

ou D, est le diametre d’un grain de pavot. D’apreés la deuxieme hypothése géométrique, le volume V,, de
I'univers satisfait
Vi < (4-10")3V, = 64-10°"V,, < 10> V,,,

ou V}, est le volume d’un grain de pavot. D’apres la premiére hypothese, un grain de pavot contient au plus

10* grains de sable, donc le nombre de grains de sable dans 1'univers est moins que
10% - 10* = 10%.

Il est intéressant de noter que le diameétre maximal de 1'univers d’apreés Archimede est 10 stades. Ceci
donne, d’apres I’éstimation acceptée qu'une stade ~ 200 metres, un rayon de l’univers ~ 10'? kilometres.

Cela est environ une année de lumiere, donc environ la distance aux étoiles les plus rapprochées.

10



Exercice 2 : La méthode est exactement similaire et la réponse est mille myriades d’unités de huitiémes

nombres.

Exercice 3 : D’apres la notation d’Archimede, I'unité des m—iémes nombres est égale & 10™ ! et I'unité des
n—iémes nombres est égale & 10"~ 1. Donc, leur produit est égal a 107”2 qui dans le systéme Archimédien

est égal a l'unité des m + n — 1-iemes nombres.

Exercice 4 : On remarque que dans chaque itération la taille de la tour des exponentielles dans la période

< . . 10 1010 ,
augmente de un. C’est & dire, si on commence par 71 > 10'%, on a m > 10'0 | 73 > 100 | et en géneral,
.10

Ty > 101 ou la tour d’exponentielles a n + 1 termes. Puisque la périodiéme période est égale & ., elle
10
est supérieure & 1010 out la tour & 1041°° 4+ 1 termes.
._10
La périodiéme période est supérieure & une tour d’exponentielle 101* ol la tour a plus de 1 suivi

de quarante mille zeros termes.

Pour confirmer qu’il a tout compris, le lecteur devrait maintenant trouver une borne supérieure simple pour

la périodieme période.
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